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1. Introduccién

El siglo XX ha sido un siglo de teorias revolucionarias: Einstein y la teoria de la relatividad,
Planck y la cuantizacion de la luz, Heisenberg y el desarrollo de la Mecanica Cuéntica, entre
otras. Sin embargo, una de las teorias fundamentales que queda practicamente intacta es la de la
Mecanica Estadistica. Esta teoria clasica, que generalmente describe sistemas macroscépicos en
equilibrio, es muy fructifera en la prediccion del comportamiento de la materia y su interaccion
con la energia. Aunque se ha realizado una extensidn para incluir sistemas cerca del equilibrio, ha
sido en la Ultima década cuando ha crecido el interés por el estudio de sistemas fuera de equilibro
a nivel microscopico.

Llamamos sistemas pequefios (0 mesoscopicos) a aquellos en los que la energia
intercambiada con los alrededores es sélo unas cuantas veces keT ), y la energia de las
fluctuaciones es un valor observable en esta escala. Unas cuantas veces puede ser 10 6 1000
dependiendo del sistema. Un sistema pequefio es, tipicamente, de tamafio molecular o compuesto
por unas cuantas moléculas, aunque no son los Unicos. Por ejemplo, una cadena polimérica se
puede comportar como un sistema pequefio aunque contenga millones de mondmeros unidos
covalentemente. En la Fig. 1 se muestran dos ejemplos de sistemas pequefios. Llamamos
fluctuaciones a las desviaciones del comportamiento promedio de un sistema fisico. Las
fluctuaciones en sistemas macroscopicos, como por ejemplo, un cubito de hielo, son muy
pequefias y raramente pueden ser observadas. Por el contrario, los sistemas pequefios exhiben
grandes desviaciones del comportamiento promedio.

El equilibrio termodinamico es una idealizacion que se da en el laboratorio bajo condiciones
muy especificas, por lo que los procesos en la naturaleza, estrictamente hablando, se dan fuera de
equilibrio. Sin embargo, mientras que la termodindmica ampliamente desarrollada hasta hoy es la
de procesos en equilibrio, todavia no disponemos de una teoria general de procesos fuera de
equilibrio. La teoria de Onsager (seccién 84) es probablemente el avance mas notorio en la
termodindmica de procesos fuera de equilibrio, aunque su dominio de validez es el de los
sistemas de respuesta lineal. Los sistemas pequefios suelen quedar fuera de la respuesta lineal; los
complejos biomoleculares, por ejemplo, operan lejos del equilibrio de manera que la posible
relacion entre el comportamiento de no-equilibrio y la funcién biolégica es desconocida. En los
Gltimos afios, se ha descubierto un conjunto de resultados tedricos conocidos como teoremas de
fluctuaciones, 85, que hacen predicciones especificas sobre procesos energéticos en sistemas
pequefios, y que han conseguido aplicarse con éxito a los experimentos surgidos con el
advenimiento de las técnicas de nanomanipulacion y la nanotecnologia. Estas tecnologias estan
permitiendo medir energias diminutas en sistemas fisicos en condiciones de no-equilibrio.

2. Sistemas pequefios en biofisica

Una forma pictdrica de entender gran parte de las proteinas y enzimas de la célula es asumiendo
que se encuentran organizadas como un conjunto correlacionado de pequefios motores (0
nanomotores), capaces de funcionar individualmente y de consumir ATP como moneda energéti-

“ ke: constante de Boltzmann, 1.38x10-2J/K; T: temperatura.
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Fig. 1:  Sistemas pequefios fuera de equilibrio. () En esta imagen de microscopia electronica se muestra un
actuador sintético intregrado, donde el rotor central de metal esta pegado a un nanotubo de carbono
multicapa que actla como eje y soporte. El contacto eléctrico al rotor se hace mediante el nanotubo de
carbono y sus plataformas de anclaje. Una fuerza electrostatica sincronizada puede inducir movimiento
rotatorio al eje del nanotubo de carbono (adaptado de Ref. 1). (b) En esta interpretacion de un artista a partir
de datos cristalograficos, se muestra un motor kinesina caminando a lo largo de un microtdbulo (regiones
blancas y verdes) con un movimiento “mano a mano” para transportar organulos y otros cargamentos desde
una zona de la célula a otra. Cada paso del motor implica la conversion hidrolitica de energia quimica de
adenosintrifosfato, ATP, en trabajo mecénico. El ciclo de la reaccion se completa con la liberacion del
producto de la hidrélisis, adenosindifosfato, ADP. Cada “mano” del motor (regiones azules) es de unos 5 nm
de largo.

ca de cambio. Esta representacion maquinistica, sin embargo, dista mucho de corresponderse con
la imagen clasica que tenemos de un motor macroscépico, puesto que los alrededores en donde
una maquina molecular funciona no varian suavemente. EI ambiente de la célula es violento y
estocastico; las proteinas y enzimas habitan en unos alrededores de fluctuaciones térmicas que
afectan a su comportamiento dindmico. Lejos de ser un problema, las fluctuaciones
experimentadas por estas moléculas constituyen una parte integral de su mecanismo. Las
proteinas motoras aprovechan el perfil de energia libre del entorno de dos maneras (que pueden
venir combinadas): 1), rectificando grandes desplazamientos difusivos (a la manera de trinquete
browniano), y 2), redirigiendo pequefios pasos difusivos (como en un motor de explosion). La
eficiencia de estas maquinas moleculares, en términos de energia consumida frente a trabajo
desarrollado, esta muy por encima de la de cualquier maquina termodindmica que podamos
disefiar hoy (Fig. 2).

Desde un punto de vista termodindmico, estamos estudiando un sistema —una macromolécula
individual o célula— cuyo tamafio es mucho mayor que el de una molécula de agua, pero aun muy
inferior al de un objeto macroscopico. La energia térmica produce agitacion de las moléculas del
solvente, empujando a las estructuras de mayor tamafio de manera aleatoria. Las macromoléculas
y células estan, asi, sujetas a movimientos estocasticos, describiendo trayectorias deterministas
(desde un punto de vista de mecanica clésica) aunque impredecibles. Es el llamado movimiento
browniano, y es de primordial importancia en los procesos celulares. No solamente afecta a las
trayectorias moleculares en su difusion en el interior de la célula. También, localmente y mediado
por interacciones electrostaticas, la agitacion térmica permite, por ejemplo, los cambios
conformacionales de una proteina, o el plegamiento y curvatura de &cidos nucléicos. La energia
media de una fluctuacion térmica —por el teorema de equiparticion de la energia— es kgT, en
donde kg es la constante de Boltzmann y T es la temperatura. A 25 °C, esta energia tiene un valor
de, aproximadamente, 4.1x10" J, que es un namero significativo si consideramos la energia libre
producida en la hidrélisis de una molécula de ATP en condiciones fisiol6gicas, que es
aproximadamente de 20-24 kgT.
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Fig. 2: Sistemas termodinamicos caracterizados de acuerdo a las escalas de tamafio y tasas de disipacion de
energia tipicas. Los dos sistemas en recuadros azules han sido usados para testar los teoremas de
fluctuaciones y la igualdad de Jarzynski, como se describe en 85.

3. Estados de no-equilibrio

Un concepto importante en termodindmica es el de variable de estado. Las variables de estado son
aquéllas que una vez determinadas, especifican de manera Unica el estado termodindmico del
sistema. Ejemplos son la temperatura, presion, volumen y masa de los diferentes componentes en
el sistema dado. Para especificar las variables de un sistema es comun ponerlo en contacto con un
bafio. El bafio es cualquier conjunto de fuentes (de energia, volumen, masa, etc.) lo
suficientemente grande como para no ser afectado por la interaccion con el sistema de estudio. El
bafio hace posible que un sistema pueda alcanzar una temperatura, presion, volumen y
concentraciones de masa determinados. Los estados de equilibrio del sistema pueden entonces
alcanzarse cuando éste es puesto en contacto térmico con el bafio (con todas las fuentes
relevantes) y se espera hasta que las propiedades del sistema hayan relajado hasta los valores de
equilibrio. Bajo tales condiciones, las propiedades del sistema no cambian con el tiempo y los
valores netos promedio de calor/trabajo/masa intercambiados entre el sistema y el bafio son cero.

En general, un estado de no-equilibrio se produce cada vez que las propiedades del sistema
cambian con el tiempo y/o el calor/trabajo/masa intercambiados entre el sistema y el bafio son
distintos de cero. Podemos distinguir al menos tres tipos de estados de no-equilibrio:

e Transitorios. El sistema se prepara inicialmente en un estado de equilibrio y después
se lleva fuera del equilibrio activando una perturbacion externa. El sistema regresa
rapidamente a un nuevo estado de equilibrio una vez que la perturbacién externa deja
de cambiar.

e [Estacionario. El sistema es llevado mediante fuerzas externas (dependientes del
tiempo o no conservativas) a un estado de no-equilibrio en donde sus propiedades
macroscopicas no cambian con el tiempo. El estado estacionario es un proceso
irreversible de no-equilibrio que no puede ser descrito por la distribucion de
Boltzmann-Gibbs (o canonica). En el estado estacionario, el calor medio disipado por
el sistema (igual a la entropia producida por el bafio) es positivo.

Existen otras categorias de estados de no-equilibrio estacionario. Por ejemplo, los
estados de no-equilibrio estacionario transitorio, en los que el sistema empieza en un
estado estacionario y efectlia transiciones entre diferentes estados estacionarios.



Fig. 3:  Despliegue mecanico de una horquilla de ARN. En el experimento, la horquilla era extendida mediante asas
moleculares de ADN, que a su vez estaban conectadas a sendas microesferas de poliestireno. Una de las
esferas es atrapada rigidamente por succién en una micropipeta. La otra microesfera es atrapada mediante
unas pinzas opticas, que permiten medir la fuerza que se ejerce sobre la horquilla de ARN cuando se mueve
la micropipeta hacia la derecha con una fuerza F.

e De envejecimiento. El sistema se prepara en un estado de no-equilibrio y se pone en
contacto con las fuentes. Entonces, se le deja evolucionar por si solo pero no alcanza
el equilibrio termodindmico en una escala temporal observable o de laboratorio. En
este caso el sistema se encuentra en un estado que tiende lentamente al equilibrio, y
se denomina estado de envejecimiento. Se caracteriza por una produccion muy
pequefia de entropia de las fuentes. En el estado de envejecimiento las correlaciones a
dos tiempos decaen conforme el sistema va evolucionando. Las funciones de
correlacion dependen de ambos tiempos y no simplemente de su diferencia.

Al establecer las diferentes clases de estados de no-equilibrio no hemos considerado si el sistema
era macroscépico o pequefio. En los sistemas pequefios es comdn hablar del parametro de control
para enfatizar la importancia de las ligaduras impuestas por el bafio, que se controlan
externamente y no fluctian. El pardmetro de control, A, representa un valor (en general, un
conjunto de valores) que define el estado del bafio. Su valor determina las propiedades de
equilibrio del sistema, es decir, la ecuacién de estado. En sistemas macroscépicos no es necesario
discernir qué valor es controlado externamente puesto que las fluctuaciones son pequefias y todas
las colectividades de equilibrio dan lugar a la misma descripcion termodinamica, es decir, a la
misma ecuacion de estado. Las diferencias aparecen s6lo cuando se incluyen las fluctuaciones en
la descripcion. EI comportamiento de no-equilibrio de los sistemas pequefios es entonces
fuertemente dependiente del protocolo usado para conducirlo fuera del equilibro. El protocolo
estd generalmente definido por la evolucion temporal del pardmetro de control A(t). Como
consecuencia, la caracterizacién del protocolo A(t) es un paso esencial para definir sin
ambigliedades el estado de no-equilibrio. Tras la repeticion del mismo experimento un nimero
infinito de veces con el mismo protocolo A(t), se llega a una distribucion de calor/trabajo que
caracteriza al protocolo A(t). Este parametro puede indicar cualquier clase de variable controlada
externamente que determine el estado del sistema, como por ejemplo, el valor de un campo
magnético externo aplicado en un sistema magnético, el valor de una fuerza mecénica aplicada en
los extremos de una molécula (véase la Fig. 3), la posicion de un piston que contiene un gas o las
concentraciones de ATP y ADP en una reaccion molecular acoplada a la hidrolisis. Su variacion

temporal, A, se usa como pardmetro sintonizable para determinar cuan irreversible es el proceso
de no-equilibrio.



4. Termodinamica lineal

Los procesos metabolicos del cuerpo humano, la combustidn de la gasolina en un motor de un
automovil, o los procesos que tienen lugar cuando en un sistema hay diferencias de presion,
temperatura o concentracion, son ejemplos de procesos irreversibles cuyo tratamiento escapa a la
termodindmica de equilibrio. No obstante, al menos en las proximidades del equilibrio, la
aproximacion de los métodos termodinamicos, con ayuda de las relaciones reciprocas de
Onsager, puede darnos una amplia informacion. Asi surgio la termodindamica lineal fuera del
equilibrio. Ejemplos de estos procesos son los fendmenos de transporte: conduccion térmica,
conduccién eléctrica y transporte de masa por difusion.

4.1. Fuerzas y flujos

En los sistemas no equilibrados es costumbre utilizar los conceptos de flujos, J;, y de fuerzas, X;.
Los primeros son, en general, derivadas respecto al tiempo de variables extensivas de estado:
flujo de materia, flujo de calor o flujo eléctrico. Las fuerzas que impulsan estos flujos pueden ser
la diferencia de presiones (flujo de masa), la diferencia de temperaturas (flujo de calor) o la
diferencia de potencial eléctrico (flujo eléctrico), y, en general, las diferencias de variables
intensivas de estado. La magnitud de las fuerzas X; es una medida de la desviacién del equilibrio.
Matematicamente hablando, los flujos dependeran de las fuerzas en la forma general:

J = J3,( Xy Xppen X)) [1]

En el equilibrio Xo=X;=...=0y J (0, 0, ..., 0) = 0. Algunos ejemplos de esta dependencia
entre flujos y fuerzas se observé antes de que se desarrollara la teoria de los procesos
irreversibles:

_ kT

OX
Jo: flujo de calor por unidad de superficie, oT/ox: gradiente de temperatura y k: coeficiente de
conductividad interna.

e Ley de Fourier de la conduccion del calor: Jo

e Ley de Ohm de los conductores eléctricos: J, = —ke%—v
X
Je: densidad de corriente, dV/ox: gradiente de potencial y k.. coeficiente de conductividad
eléctrica.
e Ley de Fick de la difusion: J, =— %
X

Ji: flujo de la especie quimica i, en una solucioén libre; 6Ci/ox: gradiente de concentracion y D:
coeficiente de difusién, caracteristico del fluido.

ou,
0z

J by - flujo de cantidad de movimiento en la direccion z causada por un flujo de fluido en la

direccion x, con una velocidad de componente uy; #: coeficiente de viscosidad.

e Leyde Newton de la viscosidad: J, =—

Estos fendbmenos son irreversibles por su propia naturaleza, ya que todos ellos se realizan
bajo la influencia de un gradiente. En todos ellos se presenta una relacion lineal entre una fuerza o
gradiente, X, y un flujo conjugado, J, de tal modo que en general pueden representarse por una
relacion del tipo

J=LX [2]
en donde L es un coeficiente de transporte que determina la velocidad con que el sistema se
aproxima al equilibrio. Esta relacion es, en general, tensorial.



4.2. Relaciones fenomenologicas

Pueden darse conjuntamente varias causas que separen a nuestro sistema del equilibrio de un
modo lineal, de manera que se den efectos cruzados o de interferencia, y que resulten de la
interaccion entre diversos fendmenos irreversibles. Si todos estos fendmenos son lineales, se
pueden tratar matematicamente mediante la adicion de nuevos términos en las leyes
fenomenoldgicas. Asi, por ejemplo, si se considera la difusion térmica, la ecuacion que expresa la
ley de Fick debe completarse con la adicion en el segundo miembro de un término proporcional al
gradiente de temperatura. La nueva ley expresara asi que un flujo de materia puede estar causado
por un gradiente de concentracién (difusion ordinaria) o por un gradiente de temperatura
(difusion térmica).

En general, si designamos por J; y J, los flujos acoplados, y por X; y X, las causas que
originan estos flujos, puede preverse que no lejos del equilibrio se tendran leyes experimentales
de forma lineal:

‘]1: L11X1+L12X2 [3]
Jz = |-21X1+ Lzzxz

en donde Lyi, Lo, Log, L2 Se denominan coeficientes fenomenol égicos. Estas ecuaciones, llamadas
relaciones fenomenol égicas lineales, pueden escribirse en la forma mas general:

J =Ly X + L X+ + L X =D L X, (i=12,---,n) [4]
k=1

en donde i y k varian de 1 a ny pueden ser iguales o diferentes. El subindice i se refiere al flujo y
el subindice k a la fuerza. Los coeficientes L, = (3J;/0X,) son flujos por unidad de fuerza y

poseen las caracteristicas de conductancias generalizadas o movilidades. Con frecuencia, [4] se
escribe con notacién vectorial:

‘]1 |-11 L12 I-1n xl
Jz _ L21 I—zz L2n Xz

[5]
3| |L, L, - L.|X

n nn n

Los coeficientes fenomenoldgicos del tipo L corresponden a los efectos simples (mas
familiares) y se llaman coeficientes primarios. Los coeficientes del tipo Lix con i=k corresponden
a efectos cruzados que resultan de los flujos acoplados y se Ilaman coeficientes mutuos o de
acoplamiento. En ocasiones se representa la ecuacion vectorial anterior con los gradientes como
funcion de los flujos. A los coeficientes de la matriz inversa de la (Lix) de [5] se les denota Ry y se
les llama coeficientes de resistencia, por analogia con la resistencia eléctrica de la ley de Ohm,
cuyas dimensiones son las de una fuerza (diferencia de potencial) dividida por un flujo (I).

4.3. Teorema de Onsager

Si el conjunto de los flujos J; y de las fuerzas asociadas Xy se elige de modo conveniente, la
matriz de los coeficientes fenomenoldgicos es simétrica, es decir, se satisface la relacion de
reciprocidad:

Ly=Lg (i#k) [6]

es decir, si un proceso natural se verifica con acoplamiento, este acoplamiento es simétrico. Este
teorema es una ley de la naturaleza, no deducible de las leyes de la termodinamica clasica, y se
cumple en los fenémenos fisicos dentro del dominio lineal de los procesos irreversibles.



En estado estacionario (cerca del equilibrio), todas las magnitudes de las ecs. [4] son
independientes del tiempo. Si el sistema se aproxima al equilibrio, las J y las X son funciones del
tiempo (pero no las L). En el equilibrio, todas las J y las X son iguales a cero.

Puede demostrarse que la produccion de entropia se puede escribir siempre como una suma
de productos de flujos generalizados por sus correspondientes fuerzas generalizadas:

. n
S = B =>J3,%X, 20 [7]

i=1

en donde el subindice in indica produccion local de entropia por el sistema de estudio. Como
sabemos por el segundo principio de la termodindmica, el signo igual es sélo valido en el
equilibrio termodindmico. En ese caso se verificaria simultaneamente para todos los procesos
irreversibles: J=0, X;=0, lo que hace suponer que, al menos cerca del equilibrio, existen
relaciones lineales entre los flujos y las fuerzas generalizadas, hipotesis que nos devuelve a las
relaciones fenomenoldgicas de Onsager.

El requisito de que la produccion de entropia debe ser positiva condiciona los signos de los
coeficientes de las ecuaciones de Onsager. En efecto, combinando las Ecs. [7] con las relaciones
fenomenoldgicas [4], resulta

. dS n n
Sin=—"0=> > L XX, 20 8]
dt i=1 k=1

gue nos dice que la produccion local de entropia es una funcién homogénea de segundo grado
respecto a las fuerzas termodinamicas generalizadas. Considerando el teorema de Onsager para
un sistema de dos flujos y dos fuerzas se puede ver que L3, Lx>0y que LysLoo>L 152 es decir, los
coeficientes primarios (Ly1, L2) son siempre positivos, mientras que los coeficientes mutuos (Lo,
L,;) pueden ser positivos 0 negativos. Esto estd de acuerdo con el hecho de que los coeficientes
de conductividad térmica o eléctrica son siempre positivos, mientras que el coeficiente de
termodifusién no tiene signo definido.

4.4. Procesos de transporte en régimen estacionario. Teorema de Prigogine

Hasta ahora no hemos impuesto ninguna restriccion a las fuerzas y los flujos. Sin embargo, hay
casos que merecen consideracion especial por su importancia, tanto en la naturaleza como en la
tecnologia. De ellos, los mas importantes son los estados estacionarios, que se alcanzan siempre
que las fuerzas aplicadas sean constantes. En estas condiciones, los parametros de estado son
independientes de tiempo. El estado de equilibrio es un caso extremo del estado estacionario que
se presenta cuando los flujos entre el sistema y sus alrededores se anulan.

Los estados estacionarios son tipicos de las maquinas que funcionan uniformemente e incluso
constituyen los estados estables de los organismos vivos. Como todas las variables intensivas del
sistema permanecen constantes en un sistema estacionario, la entropia sera constante también
permaneciendo invariable con el tiempo, lo cual significa que la entropia creada por el flujo
estacionario serd igual a la entropia cedida a los alrededores:

ds_ds, dS, o dS. dS, g "
at dt dt at dt
(en donde ex indica produccion de entropia del sistema por el contacto con el exterior o el bafio).
Por ello, sélo los sistemas abiertos al intercambio de entropia con sus alrededores podran alcanzar
un régimen estacionario.

Un sistema aislado no puede evolucionar hacia un estado estacionario, ya que dS,/dt=0y el
sistema finalizara s6lo en equilibrio termodindmico, en cuyo momento

ds_ds. _dS, g 10}

dt  dt dt




es decir, la velocidad de produccion de entropia es cero.

El estado estacionario posee un significado teérico considerable. Es el estado ideal invariante
con el tiempo para un sistema abierto. Es la contrapartida del estado ideal invariante para un
sistema cerrado: el estado de equilibrio.

En biologia, el equilibrio es sinébnimo de muerte. La vida huye del equilibrio buscando
estabilidad en estados estacionarios no equilibrados, lo cual exige un flujo continuo de materia y
energia entre el ser vivo y sus alrededores. Las condiciones fuera del equilibrio en que se
desarrolla la vida son una fuente desorden.

Teorema de Prigogine: Los estados estacionarios irreversibles producen entropia a
un ritmo minimo.

Este notable resultado nos lleva a interpretar la vida como una lucha constante contra la
produccidn entropica de los procesos irreversibles. La sintesis de grandes macromoléculas y la
formacidn de células muy estructuradas son poderosas fuerzas anti-entrépicas. Pero como no hay
posibilidad de escapar al destino entrépico impuesto a los fendmenos naturales por el segundo
principio, los organismos vivos escogen el mal menor: producen entropia a un ritmo minimo,
manteniéndose en régimen estacionario.

Este principio exige que: a) los sistemas obedezcan leyes fenomenoldgicas lineales; b) las
relaciones reciprocas de Onsager sean validas; c) los coeficientes fenomenolégicos sean
independientes de las fuerzas. Este teorema constituye un criterio de evolucion para sistemas
abiertos que tienden a estados estacionarios no lejanos del equilibrio. En estas condiciones, la
produccion de entropia desempefia el mismo papel que los potenciales termodinamicos en los
sistemas en equilibrio.

En un ser vivo la evolucion hacia el estado estacionario tiene lugar bajo cierto nimero de
restricciones que vienen fijadas por las condiciones externas. Esto equivale a mantener constantes
determinadas fuerzas, lo que conduce al organismo a alcanzar el estado estacionario o estado final
del desarrollo con una produccién minima de entropia. En consecuencia, los seres vivos durante
su desarrollo muestran un decrecimiento en el metabolismo por unidad de masa hacia el valor
mas bajo compatible con las condiciones externas, es decir, hacia un estado estacionario con
produccion minima de entropia. Pero el funcionamiento de los seres vivos no se reduce al del
régimen estacionario, ni siquiera al de respuesta lineal termodindmica. Los fenémenos de
metabolismo y de crecimiento, por ejemplo, dependen de gran ndmero de reacciones quimicas y
de fendmenos de transporte cuyo control implica elementos altamente no lineales (activacion,
inhibicion, autocatélisis, etc.). Por ultimo, los aportes de energia y de materia se realizan en
condiciones de no-equilibrio, y los productos de reaccion son asimilados, rechazados o
transportados a otros emplazamientos de la célula para cumplir distintas funciones.

5. Teoremas de fluctuaciones en dinamicas estocasticas

Como se explico en la introduccion y en 82, los sistemas pequefios son aquellos en los que las
fluctuaciones térmicas pueden dar lugar a desviaciones significativas del comportamiento
promedio del sistema. La mayor parte de los sistemas pequefios se caracterizan por escalas de
longitudes entre el nanémetro y el micrémetro, y tasas de disipacion de energia de 10-1000 kgT/s
(ver Fig. 2). La termodindmica lineal puede ser valida en determinados casos, pero en general,
estos sistemas se apartan bastante del régimen de respuesta lineal. Los teoremas de fluctuaciones
realizan afirmaciones sobre intercambios de energia que tienen lugar entre un sistema y sus
alrededores bajo condiciones muy generales de no-equilibrio (2).

Tanto las relaciones fenomenoldgicas de Onsager como los teoremas de fluctuaciones parten
de la hipétesis de reversibilidad microscépica’. Es, por tanto, natural esperar que las relaciones de

la cual proviene de la invariancia bajo inversion temporal de las ecuaciones del movimiento en dindmicas deterministas (las
ecuaciones de Newton, en mecénica clasica, y la ecuacion de Schrddinger, en mecénica cuéntica), o viene expresada a través de
la condicion del balance detallado en dindmicas estocésticas. Esta Gltima condicion supone también ergodicidad.



Onsager sean deducibles de los teoremas de fluctuaciones en condiciones lineales, es decir, cerca
del equilibrio. Esto es facil de demostrar en el régimen estacionario —que es cuando sobre todo se
usan estas relaciones fenomenoldgicas—, usando el teorema de fluctuacion, que es una relacion
genérica para la disipacién total de un sistema estocastico (3). La deduccion y presentacion del
teorema de fluctuacion escapa a los contenidos del presente tema; nosotros nos centraremos en
presentar las principales deducciones del teorema de fluctuacion en los dos primeros casos de no-
equilibrio introducidos en 83. Estas deducciones son conocidas como teoremas de fluctuaciones.

En los sistemas pequefios, la ecuacion de estado y el espectro de fluctuaciones quedan
totalmente determinados por los Ilamados pardmetros de control, como se discuti6 al final de §3.
Las fluctuaciones aleatorias dominan el comportamiento térmico de estos sistemas. Si
consideramos, por ejemplo, un polimero estirado entre sus extremos por una fuerza mecanica
(como en la horquilla de ARN mostrada en la Fig. 3), el sistema es llevado fuera del equilibrio
por la acciéon de una perturbacion externa. En esta situacion, el pardmetro de control es la
distancia entre los dos extremos, y el protocolo de no-equilibrio esta totalmente especificado por
dicha distancia como funcién del tiempo x(t). Puesto que la fuerza es una cantidad fluctuante, W,
Q vy 4U (trabajo, calor y cambio de energia interna, respectivamente) también van a fluctuar
dependiendo de la trayectoria. Asimismo, la cantidad de trabajo o calor intercambiado con el
bafio fluctuard en magnitud y signo. Dado un protocolo de no-equilibrio, las distribuciones de
probabilidad de trabajo y calor, P(W) y P(Q), caracterizaran dichas variables en cualquier
experimento. En general, estas distribuciones dependeran de los detalles del protocolo
experimental.

Los teoremas de fluctuaciones engloban recientes desarrollos dirigidos a obtener un
tratamiento unificado de las fluctuaciones arbitrariamente grandes en sistemas pequefios. En los
sistemas en equilibrio e invariantes bajo inversion temporal, no hay calor neto transferido del
sistema al bafio. Por lo tanto, la probabilidad de absorber una cantidad de calor debe ser idéntica
a la de perderla, y la fraccion P(Q)/P(-Q) es 1. Esta fraccion empieza a diferir de 1 en el momento
en que alejamos al sistema de las condiciones de equilibrio. Para sistemas equilibrados y no
invariantes —si, por ejemplo, hay campos magnéticos presentes— las probabilidades que
manejamos son las totales de absorcion y cesidn de calor.

5.1. Sistemas de no-equilibrio estacionario. Teorema de Gallavotti-Cohen.
La tasa de calor intercambiado por un sistema en contacto con un bafio se conoce como la

produccion de entropia, Sn=Q/T t, donde t es el intervalo de tiempo en el que se intercambia el
calor Q. Para sistemas que evolucionan desde el equilibrio hasta un estado de no-equilibrio
estacionario, se puede establecer una relacion matematica explicita para la distribucion de
probabilidad dependiente del tiempo de la produccion de entropia (Evans, Searles, Gallavoti y
Cohen (4, 5)):

!imkt—Bln RGn) | _g, 1]
P (-Sin)

Esta expresion es vélida, en general, para tiempos finitos siempre que t sea mucho mas grande
que el tiempo de descorrelacion, que es, en términos generales, el tiempo que necesitaria el
sistema para recuperar el estado estacionario tras ser perturbado ligeramente. La ecuacién nos

indica que en estado estacionario es mas probable que el sistema ceda calor al bafio (S;, positivo)

que lo absorba (S, negativo). El estado estacionario de no-equilibrio siempre disipa calor en
promedio. Para sistemas macroscopicos, el calor es una cantidad extensiva y por lo tanto la razén

de las probabilidades P( 'sm)/P(- 'Sm) crece exponencialmente con el tamafio del sistema. Es decir,



la probabilidad de absorcion de calor por un sistema macroscopico es insignificante. Nuestros
cuerpos, por ejemplo, se mantienen en un estado de no-equilibrio por procesos metabdlicos que
disipan calor todo el tiempo. Sin embargo, en los sistemas pequefios tales como los motores
moleculares que se mueven a lo largo de railes moleculares (por ejemplo, la kinesina en los
microtGbulos), la probabilidad de absorber calor puede ser significativa. En promedio, los
motores moleculares producen calor, pero también son capaces de rectificar fluctuaciones
térmicas, moviéndose, de esta manera, mediante la captura ocasional de calor del bafio. Estas
“capturas” son violaciones ocasionales del Segundo Principio de la Termodinamica, puesto que
se esta obteniendo una energia Util de un solo foco térmico (el bafio).

Los teoremas de fluctuaciones ayudan a desvelar la paradoja de Loschmidt (1876), quien
plante6 una objecidn a la derivacién que Boltzmann hizo de la segunda ley de la termodindmica a
partir de las ecuaciones del movimiento de Newton. De acuerdo con Loschmidt, al ser las leyes
microscopicas de la mecénica invariantes bajo inversién temporal, deberia ser posible que
existiesen evoluciones temporales de entropia decreciente que aparentemente violasen el segundo
principio. Los teoremas de fluctuaciones muestran como la irreversibilidad macroscépica surge
de las ecuaciones microscopicas del movimiento reversibles bajo inversion temporal. Las
trayectorias temporalmente inversas ocurren, pero son cada vez mas raras conforme
incrementamos el tamafio del sistema. La segunda ley emerge entonces para sistemas
macroscopicos.

5.2. Sistemas de no-equilibrio transitorio.
5.2.1. Igualdad de Jarzynski.

La energia libre de un sistema es una funcion de estado, es decir, su variacion a lo largo de un
proceso termodinamico sélo depende de los estados inicial y final, y, por lo tanto, es
independiente de la forma en que se ha transferido al sistema entre dichos estados de equilibrio.
Para calcular la diferencia de energia libre entre dos estados de equilibrio, lo mas usual es elegir
una trayectoria termodindmica reversible, es decir, infinitamente lenta, aunque sea hipotética. En
tales trayectorias, el trabajo realizado sobre el sistema para llevarlo al nuevo estado de equilibrio
es igual a la diferencia de energia libre entre el estado inicial y final. Sin embargo, en sistemas
pequefios es muy dificil tener un protocolo experimental que me transfiera mi sistema de un
estado de equilibrio a otro mediante una trayectoria reversible, de manera que puede darse la
circunstancia de que s6lo seamos capaces de conectar dos estados de equilibrio por trayectorias
irreversibles. En tales procesos el trabajo promedio es una sobreestimacion de la energia libre real
del sistema:

(W) > AF [12]

donde <W> es el trabajo promedio realizado, y AF la diferencia en energia libre de Helmholtz*.
Esta ecuacion representa el segundo principio de la termodinamica en sistemas macroscopicos, en
términos de trabajo y energia libre. Si escribimos el trabajo disipado en el proceso irreversible,
Wiis=W-AF, la ecuacion anterior expresa que <Wgs>=>0.

La igualdad de Jarzynski permite determinar energias libres entre dos estados de equilibrio
mediante medidas del trabajo realizado en trayectorias irreversibles, A(t): t— t;

w

exp _AF exp| ———
KT kT [13]

AF es la diferencia en energia libre entre los estados de equilibrio i y f, y <...> denotan el
promedio sobre un numero infinito de experimentos fuera de equilibrio repetidos segun el

* Funcién de Helmholtz, F=U-TS. Su valor es minimo en las transformaciones a Ty V constantes. Su significado fisico es el de
energia aprovechable.
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protocolo A(t). En general, el estado final, A; , del sistema no tiene necesariamente que ser de
equilibrio; pero el sistema evolucionara hasta el estado de equilibrio final si se le deja en dicho A
un tiempo suficiente.

El promedio exponencial implica que <W>2> AF o, equivalentemente, <Wys>> 0. Una
consecuencia importante de la igualdad de Jarzynski es que, aungque en promedio Wgs> O, la
igualdad s6lo puede ser cierta si existen trayectorias con W< 0. Estas trayectorias, que son, de
nuevo, violaciones ocasionales del Segundo Principio, representan fluctuaciones en el trabajo, y
aseguran que las ecuaciones microscopicas del movimiento son invariantes bajo inversion
temporal.

Demostracion: La igualdad de Jarzynski se deriva (6, 7) a partir de conceptos termodindmicos
bésicos, lo que la hace todavia més llamativa. Se parte de un sistema en contacto con un bafio
térmico a temperatura constante T. En lo que sigue, etiquetaremos al sistema con S al bafio con b
y al sistema combinado con Tot. Se asume que los sistemas parten del equilibrio y son llevados
fuera de equilibrio a través del protocolo A. Este parametro, puede ser, por ejemplo, una variable
termodinamica intensiva o extensiva, tal como la presién, temperatura o volumen. También se
asume que los sistemas interaccionan sélo débilmente, de manera que la energia de interaccion
entre ambos es despreciable. Se puede escribir por tanto su Hamiltoniano como:

HE (F.t) =H (F,t)+ H, (F,1) [14]

Todos los hamiltonianos dependen de la posicion y del tiempo. El hamiltoniano S depende del
protocolo A. El sistema combinado puede ser descrito por una funcién de distribucion:

7 exp_ﬂH(g)(F’t)
Pl te) = [ Z(o§t ° 0]
Tot

[15]

que se le dejara evolucionar durante un tiempo t. Ses Y/KgT. Aqui ZT(23 es la funcion de particion

(suma de todos los estados permitidos del sistema) de Tot inicialmente (a tiempo cero), y esta dada
por,

z0 =z70.7, [16]

Tot

donde Zéo) y Z, son las correspondientes funciones de particién del sistema y del bafio,

respectivamente. Notese que se esta asumiendo que el hamiltoniano de interaccién es pequefio, es
decir, se supone un acoplamiento débil.

La conservacion de la energia dice que el trabajo realizado ha de ser igual al incremento de
energia de Tot, por lo que,

W= H'I('gt)(r!t) - HT(gt)(F;J'to) [17]

Ahora, el promedio de cualquier magnitud se puede obtener por la integral del producto de dicha
magnitud por la funcién de distribucion. Usando las ecuaciones derivadas anteriormente se
obtiene:

<exp(— ﬂ\N» = I,D(Fo 1t0) eXp(_ ﬂ\N) =

i q CPELHOG W] el - HREH-HO@GL)] g
I fo to Z(O)
Tot

Simplificando la ecuacion,

(exp(- W) = [ ot - f-Hi(7.0) [19]

©
ZTOt
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Segun el teorema de Liouville, el volumen en el espacio de fases ocupado por los sistemas que
evolucionan de acuerdo con la mecénica hamiltoniana es constante en el tiempo. Por lo tanto, el

jacobiano de la transformacion es 1y se puede escribir: dr,dt, = drdt

Usando este resultado, se obtiene,

expl- g-HE (F.0)]_ 2
R

(exp(— pW)) = j drat [20]

De la mecanica estadistica clasica tenemos la relacion F =—£""InZ, donde In representa el
logaritmo natural; entonces, la diferencia de la energia libre de Helmholtz es:

AF == Iz ~Inz@]=-p*In [21]

que puede reescribirse como,

exp(— - AF) = Zro [22]

o)

que prueba la igualdad de Jarzynski. Se puede argumentar que en la derivacién se ha usado la
colectividad candnica, cuando la microcandnica seria mas natural ya que estamos tratando un
sistema térmicamente aislado. Sin embargo, se puede demostrar (7) que es permisible usar la
canonica. Cualitativamente, podemos decir que incluso si Ses un sistema microscépico, Tot es
macroscopico y por lo tanto la colectividad candnica puede aplicarse.

Es importante mencionar que la igualdad de Jarzynski es vélida también para sistemas
macroscopicos e incluso para procesos termodinamicos tradicionales. Sin embargo, su
aplicabilidad esta limitada a sistemas para los cuales las fluctuaciones del trabajo, W, no son
mucho mayores que KgT (6). Experimentalmente, estos son los microscopicos. Esto es asi porque
si las fluctuaciones en W son mucho mayores que kgT, entonces el promedio sobre colectividades
de la exponencial, a la derecha de la igualdad [23], estard dominada por valores de W que estén a
varias desviaciones estandar de <W>. Tales valores del trabajo representan sucesos
estadisticamente raros, lo que requeriria un ndmero impracticable de medidas de W para
determinar (exp(~AW)) con precision.

Finalmente, vemos que

5.2.2. Teorema de Crooks

Gavin Crooks proporciond una importante generalizacion al teorema de fluctuaciones obtenido
anteriormente por Christopher Jarzynski. Las premisas para esta generalizacion son las mismas
gue para la igualdad anterior: el sistema esta inicialmente en equilibrio pero es forzado fuera del
equilibrio por la accién de un agente externo. Sea X=(S) el proceso directo, dependiente del tiempo
y de no-equilibrio, para el cual la variable s va de 0 a un tiempo final t. El proceso directo ocurre
inicialmente partiendo de un estado A de equilibrio, y termina en un estado B fuera del equilibrio.
En el proceso inverso, el estado inicial, B, se deja alcanzar el equilibrio y el sistema evoluciona a
un estado de no-equilibrio A. El protocolo de no-equilibrio xx(S) es el inverso temporalmente con
respecto al directo, xg(S)= x=(t-s), de manera que ambos procesos duran el mismo tiempo t. Sea
Pe(W) y Pr(W) las distribuciones de probabilidad de trabajo a lo largo de las trayectorias directa e
inversa, respectivamente. El teorema de Crooks afirma;

PW) exp(w ~AF j

Pr(-W) B KeT (4]
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El teorema de Crooks puede manipularse hasta llegar a la igualdad de Jarzynksi. También se
parece a la ecuacion de Gallavotti-Cohen, que, como dijimos, es para sistemas en estado

estacionarios, si se identifica 'smt con Wy T=(W-AF)/T. La Unica diferencia es que la relacién de
Gallavotti-Cohen es valida asintéticamente, mientras que el teorema de Crooks es correcto para
cualquier tiempo finito.

En el régimen no lineal, la distribucién de probabilidad de trabajo P(W) tiene una
componente gaussiana y unas colas no gaussianas que representan procesos poco comunes. Esta
mezcla de componentes se ha observado en las fluctuaciones de potencia en resistencias
eléctricas, la relajacion de los sistemas vitreos, conveccion de Rayleigh-Bénard, fluidos
turbulentos y las fluctuaciones de energia en los sistemas granulares. La existencia de procesos
lineales y no lineales que ocurren en diferentes escalas temporales guarda reminiscencias con los
fendmenos de intermitencia en flujos turbulentos y sugiere una interesante relacion entre
fendmenos fisicos aparentemente no relacionados.

Los fisicos hoy entienden que ni los detalles sobre qué nimero de variables se mantienen
constantes durante la dindmica ni las diferentes interpretaciones de la produccion de entropia, tasa
de produccién de entropia, trabajo disipado, calor intercambiado, etc., deben llevar a distintos
teoremas de fluctuaciones.

A B 18
154

£ z
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£ §

30 nm Extension (nm) 50 nm

Fig.4: Curvas de fuerza-extension en las trayectorias de despliegue (U) y repliegue (R) de una horquilla de ARN
(ver Ref. (12)). (a) Linea azul, proceso reversible; linea roja, proceso irreversible. (b) Curvas de fuerza
extension para dos experimentos diferentes en los cuales la molécula de ARN era estirada lentamente (2-5
pN/s) y rapidamente (34-52 pN/s).

5.3. Tests experimentales

En la Gltima década ha habido un gran progreso en la comprension de las leyes de la
termodindmica en las diferentes escalas temporales y de tamafio. Pero todavia hay un largo
camino hasta que se pueda desarrollar una teoria general. En particular, las verificaciones
experimentales de los teoremas de fluctuaciones son hasta hoy escasas y la mayor parte se han
realizado considerando microesferas en trampas Opticas (8). Los avances en nanomanipulacion
han sido muy relevantes puesto que hacen posible medir las fluctuaciones de no-equilibrio de la
energia. En el futuro proximo se espera que se establezcan aplicaciones de estos teoremas a los
motores moleculares y nanomaquinas.

A continuacidn, se describen las principales verificaciones experimentales de los teoremas de
no-equilibrio estudiados (0 de sus derivaciones). Esta informacién puede completarse
consultando las referencias facilitadas al final del capitulo.

e Ciliberto y Laroche, 1998, estudiaron la conveccion de Rayleigh-Bénard, realizando el primer test
experimental de la ecuacion de Gallavotti-Cohen (9).
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e El grupo de Evans, 2002, verificd una forma integral de la ecuacion de Gallavotti-Cohen en un
experimento que usaba una trampa Optica para arrastrar microesferas en agua (10). Calcularon la
produccion de entropia para la trayectoria de cada microesfera y encontraron que la probabilidad de
las trayectorias que consumian entropia con respecto a las que producian entropia era precisamente
tal y como la teoria predice. Para tiempos cortos, en el rango de milisegundos, observaron que las
probabilidades de trayectorias con consumo de entropia y las de produccion de entropia se hacian
comparables. Y como era de esperar, el comportamiento macroscépico clasico se recuperaba para
tiempos largos, esto es, del orden de segundos.

e Hummer y Szabo, 2001, comprobaron la relevancia biofisica de la igualdad de Jarzynski y mostraron
como las energias libres podian ser extraidas de experimentos de molécula individual llevados a
cabo en condiciones de no-equilibrio (11). Poco después, el grupo de Bustamante, 2002, test6 la
misma igualdad estirando mecanicamente una horquilla de ARN (Fig. 3), de manera reversible e
irreversible, entre sus conformaciones abierta y cerrada (12). Cuando la horquilla de ARN era abierta
lentamente, las trayectorias directa e inversa se superponian, es decir, la reaccién era reversible (Fig.
4). Cuando el ARN era desplegado mas rapidamente, la fuerza promedio de apertura aumentaba y la
fuerza promedio de relajacion de la horquilla hasta su conformacion plegada disminuia. El ciclo de
pliegue-despliegue mostraba, pues, histéresis, indicando que habia disipacién de la energia. Cuando
Bustamante y sus colaboradores aplicaron la igualdad de Jarzynski a las trayectorias irreversibles,
recuperaron la energia libre del proceso de despliegue del ARN con un error menor de kgT/2
respecto a la mejor estimacion independiente, que es la del trabajo necesario para estirar la horquilla
reversiblemente. Este test experimental es un ejemplo de como la igualdad de Jarzynski conecta la
mecanica estadisitica de sistemas en y fuera de equilibrio.

e Garnier y Ciliberto, 2005, usaron circuitos eléctricos como sistema disipativo (13). Introdujeron una
corriente eléctrica pequefia (correspondiente a una potencia de unas pocas kgT) para mantener un
dipolo eléctrico —compuesto por una resistencia y un condensador— en un estado de no-equilibrio
disipativo. Midiendo las fluctuaciones en la corriente de la resistencia, pudieron calcular la potencia
disipada y transformarla en calor disipado multiplicandola por la duracién total de la medida.
Mostraron que las distribuciones de probabilidad de trabajo y calor estaban en muy buen acuerdo
con el teorema de fluctuacion adecuado. Observaron también que mientras que las distribuciones de
trabajo obtenido eran gaussianas, las distribuciones de calor revelaban claramente un
comportamiento no gaussiano para escalas temporales pequefias.

e Takahiro y Sasa, 2001, generalizaron la igualdad de Jarzynski para transiciones arbitrarias entre
estados de no-equilibrio estacionarios (14). Su trabajo fue testado y confirmado (Bustamante y
colaboradores, 2004) midiendo microesferas guiadas 6pticamente en agua (15).
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